
เทคนิคการหาปริพนัธ์ บทที ่
Techniques of Integration 5 

 
 การหาปริพนัธ์ในบางโจทยไ์ม่สามารถใช้สูตรท่ีมีอยูใ่นรูปแบบของการหาปริพนัธ์แบบ
สูตรพื้นฐานทัว่ไปได ้จึงจ าเป็นจะตอ้งท าการเปล่ียนรูปหรือแปลงโจทยก่์อนการใชสู้ตร โดยวิธีการ
น้ีจะเรียกวา่ เทคนิคการหาปริพนัธ์ 
 
จุดมุ่งหมายการเรียนรู้ 
 1. สามารถเลือกใชว้ธีิเทคนิคการหาปริพนัธ์ท่ีเหมาะสมกบัโจทยไ์ด ้
 2. สามารถหาค่าปริพนัธ์ไดจ้ากเทคนิคการหาปริพนัธ์ 
 3. สามารถน าไปประยกุตใ์ชไ้ดอ้ยา่งถูกตอ้ง 
 

5.1 การหาปริพนัธ์โดยการแยกทลีะส่วน (Integration by parts) 

 วิธีน้ีเป็นการหาปริพนัธ์ของฟังก์ชันท่ีอยู่ในรูปแบบของผลคูณ 2 ฟังก์ชัน เช่น การหา
ปริพนัธ์ในลกัษณะดงักล่าว จะท าไดก้็ต่อเม่ือและเป็นฟังกช์นัท่ีสามารถหาอนุพนัธ์ไดจ้าก 

            vduudvuvd   

                   vduuvdudv   
ท  าการปริพนัธ์ทั้ง 2 ขา้ง จะได ้                  vduuvdudv  

          vduuvudv  
 
การหาปริพนัธ์โดยใชสู้ตรน้ีไดโ้ดย แบ่งเป็นฟังกช์นัออกเป็น 2 ส่วน คือ u  และ dv  

1. ท าการเลือก dv  ก่อน โดยฟังก์ชันจะต้องเป็นฟังก์ชันท่ีดูซับซ้อนหรือยุ่งยาก แต่
จะตอ้งสามารถหาปริพนัธ์ได ้เน่ืองจากจะตอ้งน า dv  ไปท าการหาปริพนัธ์ เพื่อให้ได ้
v  มา แล้วจึงน าไปแทนค่าทางด้านขวามือของสูตร ซ่ึงฟังก์ชันท่ีเลือกจะตอ้งติดค่า 
dx  ไปดว้ยเสมอเพื่อรองรับในการหาปริพนัธ์ 
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2. ส่วนท่ีเหลือ คือ u โดยน าไปหาค่า du  เพื่อแทนสูตรทางดา้นขวามือ 
3. ถา้ส่วนของ duv  ไม่สามารถหาค าตอบได้ ให้ท าการหาปริพนัธ์โดยการแยกทีละ

ส่วนซ ้ าต่อไปเร่ือย ๆ จนกวา่จะไดค้  าตอบ หรือมีพจน์ท่ีไดจ้ากการท าเหมือนทางดา้น
ซา้ยมือ 

4. ยา้ยพจน์ duv  ไปดา้นซา้ยมือแลว้แกส้มการแทนค่าหาค าตอบ 
 

ตัวอย่าง 5.1      จงหาค่า dxxx ln  

วธีิท า เลือก dv  ท่ีซบัซอ้นแต่สามารถหาปริพนัธ์ได ้

 ถ้าให้  dxxdv ln  เพื่ อท าการหา   dxxdvv ln  ซ่ึ ง  dxxln ไม่สามารถหา
ปริพนัธ์ได ้ถึงแมว้า่จะเป็นฟังกช์นัท่ีซบัซอ้น จึงจ าเป็นจะตอ้งเลือก dv  ใหม ่คือ   

  dxxdv    น าไปหาค่า    
2

2x
xdxdvv  

         xu ln   น าไปหาค่า    dx
x

xddu
1

ln   

 

จาก           dxxxdxxx )(lnln  

 

               







 dx

x

xx
x

1

22
)(ln

22

  

 
      

dxxx
x


2

1
ln

2

2

  

       c
x

x
x

x
















2

1
ln

2

22

  

               c
x

x
x


4

ln
2

22

 

 
 

u dv   

  u     v    -  v   du 
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ตัวอย่าง 5.2      จงหาค่า dxxx 4cos2  
วธีิท า เลือก dxxdv 4cos   น าไปหาค่า    dxxdvv 4cos  

             
  x

xd
x 4sin

4

1

4

4
4cos  

                    2xu            น าไปหาค่า    dxxxddu 22   

 

        จาก       dxxxxxdxxx )2()4(sin
4

1
4sin

4

1
4cos 22

 







  

            dxxxx
x

4sin
2

1
4sin

4

2

   (1) 

เน่ืองจาก dxxx 4sin ยงัไม่สามารถหาค าตอบได้ ดงันั้นจะตอ้งน าไปหาปริพนัธ์โดย
แยกทีละส่วนซ ้ า 

เลือก dxxdv 4sin   น าไปหาค่า    dxxdvv 4sin  

          
  x

xd
x 4cos

4

1

4

4
4sin  

      xu             น าไปหาค่า  dxdu   

 

      จาก *      dxxxxdxxx  
















 4cos

4

1
4cos

4

1
4sin  

              cxx
x

 4sin
4

1
4cos

4
   

น าค าตอบท่ีไดไ้ปแทนค่าในสมการท่ี (1)  

  cxx
x

x
x

dxxx 







 4sin

4

1
4cos

42

1
4sin

4
4cos

2
2  

   cxx
x

x
x

 4sin
8

1
4cos

8
4sin

4

2

  

 
 
 

* 

=   u     v         -     v        du u dv   

=   u      v         -            v         du u dv   
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ตัวอย่าง 5.3      จงหาค่า dxxarc cot  

วธีิท า เลือก dxxarcdv cot   น าไปหาค่า    dxxarcdvv cot  

ซ่ึง dxxarc cot  ไม่สามารถหาปริพนัธ์ได ้ถึงแมว้า่จะเป็นฟังกช์นัท่ีซบัซอ้น จึงจ าเป็นจะตอ้ง 
เลือก dvใหม่  คือ  dxdv      น าไปหาค่า    xdxdvv  

                     xarcu cot     น าไปหาค่า   dx
x

xarcddu
21

1
cot




 
 

จาก    dxxarcdxxarc   )cot(cot      

 

                dx
x

xxxarcdxxarc  











21

1
)cot(cot  

dx
x

x
xarcx  


21
cot   

 
 

2

1

1

1
cot

2

2




 

xd

x
xarcx   

cxxarcx  1ln
2

1
cot 2   

 
ตัวอย่าง 5.4      จงหาค่า dxex x2

  

วธีิท า เลือก dxedv x2   น าไปหาค่า    xxx e
xd

edxedvv 222

2

1

2

2
                     

          xu     น าไปหาค่า  dxdu   
 

จาก       dxeexdxex xxx

 







 222

2

1

2

1  

 
       

 
2

2

2

1

2

1 22 xd
exe xx

   

 
       

cexe xx  22

4

1

2

1   

          u       v  -  

  
v      du 

u dv   

   =   u      v       -                v    du   u dv 
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การหาปริพนัธ์โดยการแยกทีละส่วนดว้ยวธีิลดั ตามขั้นตอนดงัต่อไปน้ี 
1. สร้างตารางโดยให้ u  อยู่ด้านซ้ายมือ เพื่อท าการหาอนุพนัธ์ และให้ dv  อยู่ด้านขวามือ

ของตาราง เพื่อท าการหาปริพนัธ์ 

โดยท่ี D หมายถึง Differential หรือ การหาอนุพนัธ์ 
I หมายถึง Integrate หรือ การหาปริพนัธ์ 

2. เลือก dv   ท่ีเป็นฟังก์ชนัซับซ้อนแต่จะตอ้งสามารถหาปริพนัธ์ได ้และ u  คือ ส่วนท่ีเหลือ
จากการเลือก dv  เพื่อน าไปหาอนุพนัธ์ได ้

3. หาอนุพนัธ์ดา้นซา้ยมือจนมีค่าเท่ากบัศูนย ์
4. ท าการหาปริพนัธ์จาก dv  ทางดา้นขวามือ เพื่อใหไ้ดค้่า v  
5. คูณทแยงจากบรรทดัแรกทางดา้นซ้ายมือไปสู่บรรทดัท่ีสองของดา้นขวามือในบรรทดัท่ี 2 

และทเช่นน้ีต่อไปจนสุดบรรทดัของทางดา้นขวามือ 
6. ผลจากการคูณทแยงในคร้ังท่ี 1 ดว้ยเคร่ืองหมาย + คร้ังท่ี 2 ดว้ยเคร่ืองหมาย – สลบักนัไป 

กล่าวได ้คือ การคูณเคร่ืองหมายในการคูณกระท ากนัของคร้ังท่ีค่ี (หรือคร้ังท่ี 1, 3, 5,…) 
เป็นเคร่ืองหมาย + และคร้ังท่ีคู่ (หรือคร้ังท่ี 2, 4, 6,…) เป็นเคร่ืองหมาย - 

 
ตัวอย่าง 5.5      จากตวัอยา่ง 5.4 จงหาค่า dxxe x


2  

วธีิท า เลือก dxedv x2   และ xu  สร้างตารางไดด้งัน้ี  
 
 
 

 

 

u  เพื่อหาอนุพนัธ์ ( D ) dv  เพื่อหาปริพนธ์ ( I ) 
  

 

u (เพื่อD ) dv (เพื่อ I ) 

x  
1 
0 

xe2  

2

2xe  

4

2xe  

㊉ 

㊀ 
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ดงันั้น    c
exe

dxxe
xx

x  42

22
2  

            cexe xx  22

4

1

2

1

 

ซ่ึงจะไดค้  าตอบเช่นเดียวกบัตวัอยา่ง 5.4 โดยใชว้ธีิการหาปริพนัธ์โดยการแยกทีละส่วน  
 

ตัวอย่าง 5.6      จงหาค่า   dxxx  2sin12  
วธีิท า เลือก dxxdv 2sin   และ 12  xu  สร้างตารางไดด้งัน้ี  

 

 

 

 

 

 

ดงันั้น     c
xx

x
x

xdxxx 
























 8

2cos
2

4

2sin
2

2

2cos
12sin1 22

           cxxxx
x




 2cos
4

1
2sin

2

1
2cos

2

12

        

 
ตัวอย่าง 5.7      จงหาค่า dxxx cos3  

วธีิท า เลือก dxxdv cos   และ 3xu   สร้างตารางไดด้งัน้ี  
 
 
 

u (เพื่อD ) dv (เพื่อ I ) 

12 x  

x2  
 

2 
 

0 

x2sin  

2

2cos x
  

4

2sin x
  

8

2cos x  

㊉ 

㊀ 

㊉ 
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     cxxxxxxxdxxx  cos6sin6cos3sincos 233        

                                   cxxxxxxx  cos6sin6cos3sin 23     
     
ข้อสังเกต ในการท าดว้ยวิธีลดัน้ี ในการเลือก u  ควรจะตอ้งเป็นฟังก์ชนัพหุนาม (หรือท่ีติดอยู่ใน
รูปตวัแปร x ) เน่ืองจากเม่ือท าการหาอนุพนัธ์ไปจนทา้ยสุดจะมีค่าเท่ากบัศูนย ์ส่วน dv  ควรจะเป็น
ฟังกช์นัท่ีสามารถหาปริพนัธ์ได ้และเป็นฟังกช์นัในรูปของ sin , cos  หรือ e  

ตารางแบบวธีิลดัที ่1  

 

 

 

 

 

 

 

u (เพื่อD ) dv (เพื่อ I ) 

3x  
23x  

x6  
6  
0  

  xcos  

  xsin  
xcos  

                   xsin
     xcos  

u (เพื่อD ) dv (เพื่อ I ) 

 
 

ฟังกช์นัพหุนามตวัแปร x  
  

            e      หรือ 

           
sin     หรือ 

cos  

㊀ 

㊉ 

㊀ 

㊉ 
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ตัวอย่าง 5.8      จงหาค่า dxxe x

 2cos   
            ทั้งวธีิปกติของการหาปริพนัธ์โดยการแยกทีละส่วนและวธีิลดั 
วธีิท า วธีิปกติ  เลือก   dxxdv 2cos       น าไปหาค่า   dvv  
                  dxx2cos  

                 
 

 2

2
2cos

x
dx  

                 x2sin
2

1
  

xeu     น าไปหาค่า  dxedu x   
 

dxexxedxxe xxx

 







 )(2sin

2

1
2sin

2

1
2cos    

                           dxxexe xx

 2sin
2

1
2sin

2

1   

เน่ืองจาก  dxxe x

 2sin  ยงัไม่สามารถหาค าตอบได ้ดงันั้นจะตอ้งน าไปหาปริพนัธ์โดยแยกทีละ
ส่วนซ ้ า 

เลือก   dxxdv 2sin       น าไปหาค่า    dxxdvv 2sin  

                 
 

 2

2
2sin

x
dx  

                  xdx 22sin
2

1
  

                   xx 2cos
2

1
2cos

2

1
  

xeu    น าไปหาค่า    dxeeddu xx    
 

  
dxexxedxxe xxx

 







 )(2cos

2

1
2cos

2

1
2sin

 
 

                                                      dxxexe xx

 2cos
2

1
2cos

2

1    

  =      u         v      -           v       du   u dv 

 =    u             v        -                  v         du   u dv 
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น าไปแทนค่าในสมการท่ี (1)  









  dxxexexedxxe xxxx 2cos

2

1
2cos

2

1

2

1
2sin

2

1
2cos  

dxxexexe xxx

 2cos
4

1
2cos

4

1
2sin

2

1  

    xexedxxedxxe xxxx 2cos
4

1
2sin

2

1
2cos

4

1
2cos    

 xexedxxedxxe xxxx 2cos
4

1
2sin

2

1
2cos

4

1
2cos

4

4
   

     xexedxxe xxx 2cos
4

1
2sin

2

1
2cos

4

5
  









  xexedxxe xxx 2cos

4

1
2sin

2

1

5

4
2cos                                 

     cxexe xx  2cos
5

1
2sin

5

2  

วธีิลดั 

 เลือก dv  ท่ีดูเป็นฟังกช์นัซบัซอ้นหรือดูยุง่ยากกวา่ xdxdv 2cos  และ xeu   สร้าง
ตารางได ้ดงัน้ี  

u (เพื่อD ) dv (เพื่อ I ) 
xe  x2cos  

xe  
2

2sin x  

xe  
4

2cos x
  

จะเห็นไดว้่าทางดา้นซ้ายมือของการหาอนุพนัธ์จะไม่มีทางเป็นไปได้ ท่ีมีค่าเท่ากบัศูนย ์ 
ถา้เกิดในกรณีเช่นน้ี  



208 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

หยดุหาปริพนัธ์เพราะได ้

ฟังกช์นัซ ้ าเดียวกบัโจทยท่ี์ให้

มา 

1. ให้ท าการหาปริพนัธ์ของฟังก์ชนัทางดา้นขวามือจนไดฟั้งก์ชนัท่ีซ ้ าเดิมเหมือนโจทย ์
กล่าวคือ ท าการหาค่าอนุพนัธ์และปริพนัธ์เพียง 2 คร้ังเท่านั้น ทางดา้นขวามือก็จะให้
ค่าซ ้ าเช่นเดียวกบัโจทย ์

2. เพิ่มผลคูณโดยวนกลบัจากผลลพัธ์ของการหาปริพนัธ์ในขั้นสุดท้ายและท าการวน
กลับไปทางด้านขวามือของบรรทัดสุดท้ายเช่นเดียวกัน แต่ต้องมีเคร่ืองหมาย 

dx ... ไปดว้ย แลว้หาผลลพัธ์เป็นค าตอบ 
 
 

 

dx ...  

ดงันั้น     dx
x

e
x

e
xe

dxxe xx
x

x

 






 








 


4

2cos

2

2cos

2

2sin
2cos  

  dxxexexe xxx

 2cos
4

1
2cos

4

1
2sin

2

1  

 xexedxxedxxe xxxx 2cos
4

1
2sin

2

1
2cos

4

1
2cos    

       







 xexedxxe xxx 2cos

4

1
2sin

2

1

5

4
2cos  

    cxexe xx  2cos
4

1
2sin

5

2  

ข้อสังเกต ในการท าด้วยวิธีลดัน้ี ในการเลือก u  ควรจะตอ้งเป็นฟังก์ชนั e  ส่วน dv  ควรจะเป็น
ฟังกช์นัท่ีสามารถหาปริพนัธ์ได ้และเป็นฟังกช์นัในรูปของ sin , cos  หรือ e  สรุปไดด้งัน้ี  

 

u (เพื่อ D ) dv (เพื่อ I ) 
xe  x2cos  

xe  
2

2sin x  

xe  
4

2cos x
  

㊉ 

㊀ 

㊉ 
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ตารางแบบวธีิลดัที ่2  

 

 

 

 

 

5.2 การหาปริพนัธ์ของฟังก์ชันตรีโกณมติิทีม่รูีปแบบแน่นอน  
     (Integrals involving trigonometric functions) 

 การหาปริพนัธ์ของฟังก์ชนัตรีโกณมิติ โดยปกติทัว่ไปทั้งท่ีอยูใ่นรูปแบบของการยกก าลงั 
ซ่ึงเราไม่สามารถน าสูตรปริพนัธ์พื้นฐานมาใชใ้นการแกโ้จทยปั์ญหาได ้จึงจ าเป็นตอ้งใชเ้อกลกัษณ์
ตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ช่วยในการแปลงรูปแบบของการหาปริพนัธ์ เพื่อให้ใช้สูตรพื้นฐานในการหา
ปริพนัธ์ได ้โดยจะพิจารณาการหาปริพนัธ์ฟังกช์นัตรีโกณมิติเป็น 4 รูปแบบ ดงัน้ี 

1. udum

 sin , udun

 cos  และ uduu nm cossin  
2. vdxu cossin , vdxu sinsin  และ vdxu coscos  
3. udun

 tan และ udun

 cot   
4. udun

 sec  และ uduecn

 cos  
       uduu nm sectan  และ uduecu nm coscot  

โดยท่ีฟังกช์นั u  และ v  เป็นฟังก์ชนัของตวัแปร x  

 5.2.1 การหาปริพนัธ์ในรูปแบบ udum

 sin , udun

 cos  และ uduu nm cossin  
กรณีท่ี 1  ถา้ m  และ n  เป็นจ านวนคู่บวก ใหใ้ชสู้ตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลง คือ 

 uu 2cos1
2

1
sin 2   หรือ  uu 2cos1

2

1
cos2   

 

u (เพื่อ D ) dv (เพื่อ I ) 

 

 e  
  

           sin     หรือ
           

        

cos  
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กรณีท่ี 2  ถา้ m  และ n  เป็นจ านวนค่ีบวก (อีกจ านวนหน่ึงเป็นจ านวนจริงอะไรก็ได)้ 
- ถ้ า  m  เ ป็ น จ า น ว น ค่ี บ ว ก  คื อ  เล ข ช้ี ก า ลั ง ข อ ง  usin  ใ ห้ แ ป ล ง จ า ก 

uuu mm sinsinsin 1    แลว้ใชเ้อกลกัษณ์ตรีโกณมิติ uu 22 cos1sin   
- ถ้ า  n  เ ป็ น จ า น ว น ค่ี บ ว ก  คื อ  เล ข ช้ี ก า ลั ง ข อ ง  ucos  ใ ห้ แ ป ล ง จ า ก 

uuu nn coscoscos 1    แลว้ใชเ้อกลกัษณ์ตรีโกณมิติ uu 22 sin1cos   
 

ตัวอย่าง 5.9      จงหาค่า dxx 3sin 2   

วธีิท า         dxxdxx 32cos1
2

1
3sin 2    

           dxx 







 6cos

2

1

2

1  

            dxxdx   6cos
2

1

2

1  

           
6

6
6cos

2

1

2

1 xd
xdx    

               dxx 3sin 2  xdxx 66cos
12

1

2

1
  

            cxx  6sin
12

1

2

1  

 

ตัวอย่าง 5.10      จงหาค่า dx
x

x


4cos   

วธีิท า             dxx
x

dx
x

x 4
4

cos
1cos

   

                         dxx
x

2
2cos

1
  

                         dxx
x

 









2

2cos1
2

11  
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                    dx
x

x


4cos   dxx
x

 
2

2cos1
4

11  

                        dxxx
x

  2cos2cos21
1

4

1 2  

              dx
x

x

x

x

x
 















2cos2cos21

4

1 2

   

                                        dx
x

x
dx

x

x
dx

x
  

2cos

4

12cos2

2

11

4

1 2

       

              dxx
x

xdxdxx 2cos
1

4

1
22cos2

2

1

4

1 22

1

  
  

             dxx
x

x
x

4cos1
2

11

4

1
2sin

2

1

2

14

1 2

1

   

            dx
x

x

x
x

x
 















4cos1

8

1
2sin

2

1

2
 
       

 

                          dx
x

x
dxxx

x
 

 4cos

8

1

8

1
2sin

2

1

2
2

1

 
       

 

                            
2

4
4cos

8

1

2

18

1
2sin

2

1

2

2

1

xd
x

x
x

x
  

       
 

            cxxx
x

 4sin
16

1

4

1
2sin

2

1

2
 
     

 

 
ตัวอย่าง 5.11      จงหาค่า xdxx 24 cossin   

วธีิท า                xdxxxdxx 2
2

224 cossincossin    

        
    dxxx 

















 2cos1

2

1
2cos1

2

1
2

 

        
   dxxx 








 2cos1

2

1
2cos1

4

1 2  
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xdxx 24 cossin    dxxx  2cos12cos1

8

1 2  

                  dxxxx  2cos12cos2cos21
8

1 2  

       
 dxxxx  12cos2cos2cos

8

1 23  

      
   dxxdxxdxxdx 1

8

1
2cos

8

1
2cos

8

1
2cos

8

1 23  

    xxdxdxxxdxx
8

1
2cos

8

1
4cos1

2

1

8

1
2cos2cos

8

1 2

 

   
 

   x
xd

xdxxxdxx
8

1

2

2
2cos

8

1
4cos1

16

1
2cos2sin1

8

1 2  

        xxdxxdxdxdxxxx
8

1
22cos

16

1
4cos

16

1
1

16

1
2cos2sin2cos

8

1 2

 
   xx

xd
xxdxxxxdx

8

1
2sin

16

1

4

4
4cos

16

1

16

1
2cos2sin

8

1
2cos

8

1 2  
    

 
 

 
8

2sin
16

1
4sin

64

1

162

2sin
2sin

8

1

2

2
2cos

8

1 2 x
xx

xxd
x

xd
x    

    
 

8
2sin

16

1
4sin

64

1

163

2sin

16

1
2sin

16

1
3

x
xx

xx
x   

   
 

c
x

xxxx 
16

2sin
16

1
4sin

64

1
2sin

48

1
2sin

16

1 3  
   

 

c
x

xx 
16

2sin
48

1
4sin

64

1 3  

 
ตัวอย่าง 5.12      จงหาค่า dxee xx 3sin   

วธีิท า   dxeeedxee xxxxx sinsinsin 23

   

  dxeee xxx sincos1 2   
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  dxee xx 3sin    
1

cos
cos1 2


 

x
x ed

e  

   xx ede coscos1 2

   

     xxx edeed coscoscos1
2

   

 
c

e
e

x
x 

3

3

cos
cos  

cee xx  3cos
3

1
cos  

 
ตัวอย่าง 5.13      จงหาค่า xdxx 32 cossin   
วธีิท า      xdxxxxdxx coscossincossin 2232

   

       xdxxx cossin1sin 22    

        xdxx sinsinsin 42

   

            xdxxdx sinsinsinsin 42

   

        
c

xx


5

sin

3

sin
53

 

     cxx  53 sin
5

1
sin

3

1  

 
ตัวอย่าง 5.14      จงหาค่า xdxx 35 cossin 

   
วธีิท า            xdxxxxdxx 3435 cossinsincossin 

   

     xdxxx 322 cossinsin 

  

                   xdxxx 322 cossincos1 

   

      dxxxxx   sincoscoscos21 342  
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      dxxxxx   sincoscos2cos 13  

     
 

 












1

cos
cos

cos

1
cos

3 xd
x

x
x  

        










xdx

x
x coscos

cos

1
cos

3  

       
c

x
x

x





















2

cos
cosln

2

cos
22

 

      c
x

xx 


2

cos
coslncos

2
2  

    cxx
x

 2

2
cos

2

1
cosln

cos

1  

 
 5.2.2 การหาปริพนัธ์ในรูปแบบ vdxu cossin , vdxu sinsin  และ vdxu coscos  
         โดยใชสู้ตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลง คือ 

 1.     vuvuvu  sinsin
2

1
cossin  

 2.     vuvuvu  coscos
2

1
sinsin  

 3.     vuvuvu  coscos
2

1
coscos  

เม่ือใช้สูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลงเรียบร้อยแล้ว ให้ท าการกระจายของการหา
ปริพนัธ์ และใชสู้ตร udu sin  หรือ udu cos  ในการหาค่า 
 
ตัวอย่าง 5.15      จงหาค่า xdxx 3cos4sin   
วธีิท า  แปลง xx 3cos4sin  จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

       vuvuvu  sinsin
2

1
cossin  

                xxxxxx 34sin34sin
2

1
3cos4sin   

                
 xx sin7sin

2

1
  
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                 dxxxxdxx sin7sin
2

1
3cos4sin  

                    dxxdxx   sin
2

1
7sin

2

1  

                    
 

dxx
xd

x   sin
2

1

7

7
7sin

2

1  

                      dxxxdx   sin
2

1
77sin

14

1  

                        cxx  cos
2

1
7cos

14

1  

                    cxx  cos
2

1
7cos

14

1  

 
ตัวอย่าง 5.16      จงหาค่า dxeee xxx 2sin5sin   

วธีิท า  แปลง xx ee 2sin5sin  จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

        vuvuvu  coscos
2

1
sinsin  

                   xxxxxx eeeeee 25cos25cos
2

1
2sin5sin   

                        xx ee 3cos7cos
2

1
  

                 dxeeedxeee xxxxxx

 







 3cos7cos

2

1
2sin5sin  

                       dxeedxee xxxx

  3cos
2

1
7cos

2

1  

                        
3

3
3cos

2

1

7

7
7cos

2

1 x
x

x
x ed

e
ed

e    

                     cee xx  3sin
6

1
7sin

14

1  
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ตัวอย่าง 5.17      จงหาค่า    
dx

x

xx


 lncosln6cos   

วธีิท า  แปลง    xx lncosln6cos   จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 
       vuvuvu  coscos

2

1
coscos  

                    xxxxxx lnln6coslnln6cos
2

1
lncosln6cos   

                               xx ln5cosln7cos
2

1
  

           
   

    
x

dx
xxdx

x

xx
 


ln5cosln7cos

2

1lncosln6cos  

        
x

dx
x

x

dx
x ln5cos

2

1
ln7cos

2

1

  

                           
 

 
 

5

ln5
ln5cos

2

1

7

ln7
ln7cos

2

1 xd
x

xd
x        

                                          cxx  ln5sin
10

1
ln7sin

14

1

 

 
 5.2.3 การหาปริพนัธ์ในรูปแบบ udun

 tan และ udun

 cot   

         เม่ือ n  คือ จ านวนเตม็บวก โดยท่ี 2n  

กรณีท่ี 1  ใ น ก ารห า  udun

 tan  ใ ห้ แ ย ก  uuu nn 22 tantantan    โ ด ย ใช้ สู ต ร
ตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลง คือ 1sectan 22  uu  ท าการกระจายของการหาปริพนัธ์ และ
ใชห้ลกัการหา   uduud 2sectan   

กรณีท่ี 2  ใ น ก ารห า  udun

 cot  ใ ห้ แ ย ก  uuu nn 22 cotcotcot    โ ด ย ใช้ สู ต ร
ตรีโกณมิติเบ้ืองต้นในการแปลง คือ 1coscot 22  uecu  ท าการกระจายของการหาปริพนัธ์ 
และใชห้ลกัการหา   uduecud 2coscot   
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ตัวอย่าง 5.18      จงหาค่า dxee xx 3tan   
วธีิท า  แยก  uuu nn 22 tantantan    
   xxx eee 23 tantantan      (1) 
ท าการแปลง xe2tan   จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 
     1sectan 22  uu  

1sectan 22  xx ee  

จากสมการท่ี (1)    ดงันั้น  1sectantan 23  xxx eee  

                             
xxx eee tansectan 2   

 

              dxeeeedxee xxxxxx

  tansectantan 23  

     dxeedxeee xxxxx

  tansectan 2  

                                   xxxx edeede   tantantan  

  
ce

e x
x

 secln
2

tan
2

 

 cee xx  seclntan
2

1 2  

 
ตัวอย่าง 5.19      จงหาค่า xdx3cot

4

   
วธีิท า  แยก  uuu nn 22 cotcotcot    
   xxx 3cot3cot3cot 224      (1) 
ท าการแปลง x3cot2   จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 
   1coscot 22  uecu  

13cos3cot 22  xecx  

จากสมการท่ี (1)    ดงันั้น  13cos3cot3cot 224  xecxx  

                xxecx 3cot3cos3cot 222   
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                      dxxxecxxdx   3cot3cos3cot3cot 222
4  

             xdxxdxecx 3cot3cos3cot 222  

              
 

     


 dxxec
xd

x 13cos
3

3cot
3cot 22  

               
   

 
   dx

xd
xecxdx 1

3

3
3cos3cot3cot

3

1 22  

                
 

  cxx
x

 3cot
3

1

3

3cot

3

1
3

 

          cxxx  cot
3

1
3cot

9

1 3  

 
 5.2.4 การหาปริพนัธ์ในรูปแบบ udun

 sec , uduecn

 cos  และ  

   uduu nm sectan , uduecu nm coscot  

กรณีท่ี 1  ถา้ n  เป็นจ านวนคู่บวก  
- ในกรณี unsec  และ uu nm sectan  ให้แยก uuu nn 22 secsecsec   โดยใช้สูตร

ตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลง un 2sec   คือ uu 22 tan1sec   
- ในกรณี uecncos  และ uecu nm coscot  ให้แยก uecuecuec nn 22 coscoscos  

โดยใชสู้ตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลง uecn 2cos   คือ uuec 22 cot1cos   
ทั้ง 2 กรณียอ่ยใหท้  าการกระจายของการหาปริพนัธ์  จึงสามารถใชก้ารหาปริพนัธ์ duun

 ได ้

กรณีท่ี 2  ถา้ m  เป็นจ านวนค่ีบวก 
- ในกรณี uu nm sectan  ให้แยก  uuuuuu nmnm sectansectansectan 11  

โดยใชสู้ตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ในการแปลง um 1tan   คือ 1sectan 22  uu  
- ในกรณี uecu nm coscot  

ให้แยก  uecuuecuuecu nmnm cotcoscoscotcoscot 11   โดยใชสู้ตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้
ในการแปลง um 1cot   คือ 1coscot 22  uecu  
ทั้ง 2 กรณียอ่ยใหท้  าการกระจายของการหาปริพนัธ์  จึงสามารถใชก้ารหาปริพนัธ์ duun

 ได ้
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ตัวอย่าง 5.20      จงหาค่า dx
x

 2
sec4   

วธีิท า   แยก uuu nn 22 secsecsec    

           
2

sec
2

sec
2

sec 224 xxx
     (1) 

  ท าการแปลง 
2

sec2 x จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

          
2

tan1
2

sec 22 xx
  

  จากสมการท่ี (1) ดงันั้น 
2

sec
2

tan1
2

sec 224 xxx








  

  dx
xx

dx
x

 









2
sec

2
tan1

2
sec 224  

                  















  2

tan2
2

tan1 2 x
d

x  

                  















  2

tan
2

tan12 2 x
d

x  

                  
























  2

tan
2

tan2
2

tan12 2 x
d

xx
d  

                c

x

x













3

3

2
tan

2
2

tan2  

                 c
xx


2
tan

3

2

2
tan2 3  

 
ตัวอย่าง 5.21      จงหาค่า dxxec 2cos 6   

วธีิท า   แยก uecuecuec nn 22 coscoscos    
           xecxecxec 2cos2cos2cos 246      (1) 

  ท าการแปลง xec 2cos 4 จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

          xxec 2cot12cos 22   

จากสมการท่ี (1) ดงันั้น   xecxxec 2cos2cot12cos 226   
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    dxxecxdxxec   2cos2cot12cos 226  

                 
   

2

2cot
2cot2cot21 42


 

xd
xx  

                    xdxx 2cot2cot2cot21
2

1 42

   

                   xdxxdxxd 2cot2cot
2

1
2cot2cot2cot1

2

1 42

    

                   
c

xx
x 

5

2cot

2

1

3

2cot
2cot

2

1
53

 

                            cxxx  2cot
10

1
2cot

3

1
2cot

2

1 53  

 

ตัวอย่าง 5.22      จงหาค่า xdxx
62

3

sectan   
วธีิท า   แยก uuu nn 22 secsecsec    
           xxx 246 secsecsec      (1) 
  ท าการแปลง x4sec จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

          xx 22 tan1sec   

  จากสมการท่ี (1) ดงันั้น   xxx 2226 sectan12sec   

      xdxxxxdxx 2222

3

62

3

sectan1tansectan    

                                
  xdxxxx 2422

3

sectantan21tan    

                                
 xdxxx tantantan2tan 2

11

2

7

2

3

 












  

                                                                xdxxdxxdx tantantantan2tantan 2

11

2

7

2

3

    

            
                          

     
c

xxx


2

13

tan

2

9

tan
2

2

5

tan 2

13

2

9

2

5

 

            
                           

cxxx  2

13

2

9

2

5

tan
13

2
tan

9

4
tan

2

5  
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ตัวอย่าง 5.23      จงหาค่า dx
x

xecx


43 coscot   

วธีิท า   แยก uecuecuec nn 22 coscoscos    
           xecxecxec 224 coscoscos     (1) 

  ท าการแปลง xec4cos จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 

          xxec 22 cot1cos   

  จากสมการท่ี (1) ดงันั้น   xecxxec 224 coscot1cos   

      
dx

x

xecxx
dx

x

xecx





22343 coscot1cotcoscot  

    
  dx

x

xec
xx 

2
53 cos

cotcot  

                        
    xdxx cot2cotcot 53

   

                        
   xdxx cotcotcot2 53

   

              
              xdxxdx cotcot2cotcot2

53

   

                         
   

c
xx


6

cot
2

4

cot
2

64

 

                         
cxx  64 cot

3

1
cot

2

1  

 
ตัวอย่าง 5.24      จงหาค่า dxeee xxx 75 sectan    

วธีิท า   แยก      uuuuuu nmnm sectansectansectan 11    
            xxxxxx eeeeee sectansectansectan 6475    (1) 

  ท าการแปลง xe4tan  จากสูตรตรีโกณมิติเบ้ืองตน้ 
          1sectan 22  xx ee  

จากสมการท่ี (1) ดงันั้น                       

   xxxxxx eeeeee sectansec1secsectan 62275   
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              dxeeeedxeee xxxxxxx

  sectansec1secsectan 62275  

               
   dxeeeee xxxxx

  sectansec1sec2sec 624  

                
     xxxx edeee secsecsec2sec 6810  

                                        
             xxxxxx edeedeede secsecsecsec2secsec

6810  

               
     

c
eee xxx


7

sec

9

sec
2

11

sec
7911

 

                
ceee xxx  7911 sec

7

1
sec

9

2
sec

11

1  

 

5.3 การหาปริพนัธ์โดยการแทนค่าด้วยฟังก์ชันตรีโกณมติิ  
      (Integration by trigonometric function substitutions) 

 ถ้าตัวถูกป ริพัน ธ์อยู่ใน รูปแบบทั้ ง  6 คือ  22 ua  , 22 ua  , 22 au  , 22 au  , 
22 au  หรือ 22 au  และมีนิพจน์อ่ืน นอกเหนือจากรูปแบบน้ีประกอบอยูด่ว้ย เช่น  

1. 22 16 uu    ซ่ึงมีนิพจน์ 2u  ประกอบอยูใ่นรูปแบบนอกเหนือทั้ง 6 รูปแบบ  

2. 
2

2 4

u

u         ซ่ึงมีนิพจน์ 2u  ประกอบอยูใ่นรูปแบบนอกเหนือทั้ง 6 รูปแบบ  

3. 
22 3

2





u

u      ซ่ึงมีนิพจน์ 2u  ประกอบอยูใ่นรูปแบบนอกเหนือทั้ง 6 รูปแบบ  

โดยจะแตกต่างจากหวัขอ้ 4.2.5 ซ่ึงไม่มีพจน์อ่ืนประกอบอยูด่ว้ย 
 
 หลกัการส าคญัจะตอ้งสามารถจดัให้อยูใ่นรูปแบบดงักล่าวได ้และจะใชว้ิธีการเปล่ียนตวั
แปรเดิมใหเ้ป็นตวัแปรใหม่ท่ีอยูใ่นรูปของฟังกช์นัตรีโกณมิติไดด้งัน้ี 
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กรณีท่ี 1  ถา้ตวัถูกปริพนัธ์อยูใ่นรูปแบบ 22 ua   หรือ 22 ua    
 

การแทนค่า จะก าหนดให ้ sinau   โดยท่ี 
22





  ดงัแสดงรูปสามเหล่ียมมุมฉาก 

จาก sinau       sin ขา้ม =  ข 
หรือ 

a

u
sin       

 
 

กรณีท่ี 2  ถา้ตวัถูกปริพนัธ์อยูใ่นรูปแบบ 22 au   หรือ 22 au    
 

การแทนค่า จะก าหนดให ้ tanau   โดยท่ี 
22





  ดงัแสดงรูปสามเหล่ียมมุมฉาก 

จาก tanau       tan ขา้ม =  ข 

หรือ 
a

u
tan       

 
 
 

กรณีท่ี 3  ถา้ตวัถูกปริพนัธ์อยูใ่นรูปแบบ 22 au   หรือ 22 au    
 

การแทนค่า จะก าหนดให ้ secau   โดยท่ี 
2

0


   หรือ 
2

3
  ดงัแสดงรูปสามเหล่ียม

มุมฉาก 
จาก secau        sec ฉาก =  ฉ 

หรือ 
a

u
sec       

 
 

ฉาก ฉ 

ชิด ช 

ชิด ช 

  
ช 

a = ฉ 

 22 ua  

u = ข 

  

ฉ 

a = ช 

 22 au  
u = ข 

  
ข 

a = ช 

 22 au  
u = ฉ 
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ตัวอย่าง 5.25      จงหาค่า 
 22 16 xx

dx   

วธีิท า  เป็นกรณีท่ี 1 รูปแบบ 22 ua  จากโจทย ์ 4a  และ xu   
 
    ก าหนดให ้ sinau   ดงันั้น sin4x  

                ddx cos4  
 
 
 
 
 

จากโจทย ์
   





d

xx

dx





 2222
sin416sin4

cos4

16
 

 





d 


cos4sin16

cos4
2

 




d
2sin

1

16

1  

dec 2cos
16

1  

  c cot
16

1  

             cot    ชิด   =   ช     = 
x

x216    c cot
16

1

 
       c

x

x





216

16

1  

 

 

 








cos4

sin14

sin14

sin44sin416

2

22

2222








 

ขา้ม ข 

  

A 

216 x  

x  
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ตัวอย่าง 5.26      จงหาค่า dx
xx

x
  3462

  

วธีิท า  ท าการแปลง 3462  xx  ให้อยู่ในรูปผลรวมทั้ งหมดก าลังสอง เน่ืองจาก
เคร่ืองหมายหนา้ x6  เป็นบวก เพื่อใหอ้ยูใ่นรูป 2u  และ 2a  

  น2 +  2นล   + ล2 

         343332346
2222  xxxx         

ดงันั้น น = x  และ ล = 3 

       349332346
222  xxxx    

             253
2
 x  

               (น + ล)2 
         222 53346  xxx   

จะได ้   
 

dx
x

x
dx

xx

x





 222
53346

   (1) 

เป็นกรณีท่ี 2 รูปแบบ 22 au   จากโจทย ์    3 xu และ 5a  
     ก าหนดให ้   tanau   

         tan53x    (2) 

               3tan5  x  

      ดงันั้น    ddx 2sec5  

จากสมการท่ี (1) 
 

 



ddx

xx

x 2

222
sec5

5tan5

3tan5

346







   

 



d2

2
sec5

sec

3tan5



   

    d  3tan55     

    dd 115tan25  

 

 






2

2

222

sec25

1tan25

25tan255tan5






 

น2 +  2นล   + ล2 =  (น + ล)2 

มีการบวกเขา้  23 โดยการบงัคบัจาก
สูตรจึงตอ้งท าการ  23  

 

346

53

2

22





xx

x  

  
5  

3x  
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   dx
xx

x
  3462   

c  15secln25     

 

             sec    ฉาก   =   ฉ     = 
5

3462  xx        และจากสมการท่ี (2) จะได ้
5

3
tan




x
  

                   
5

3
arctan




x
  

ดงันั้น    c
x

xx

x
dx

xx

x








 5

3
arctan15

346
ln25

346 22
 

 
ตัวอย่าง 5.27      จงหาค่า 

  
dx

x

x






2

3
2

2
1 1

2   

วธีิท า  เป็นกรณีท่ี 3 รูปแบบ 22 au  จากโจทย ์ 
2

1
 xu  และ 1a  

    ก าหนดให ้ secau   ดงันั้น sec
2

1
x  

               
2

1
sec  x  

                ddx tansec  

จากโจทย ์    
  

 

  





ddx

x

x
tansec

1sec

2sec

1

2

2

3
2

2
1

2

3
2

2
1











  

 





dtansec

tan

sec

2

3
2

2
3




   

 





dtansec

tan

sec
3

2
3




   

 





dsec

tan

sec
2

2
3




 
 










dd  

22

2

tan

sec

2

3

tan

sec  

ชิด  ช 

2
1x  

  
1  

 

2
12

2

2
1 1





xx

x  
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        
dx

x

x






2

3
2

2
1 1

2

   














dd  


















2

2

2

2

2 sin

cos

cos

1

2

3

sin

cos

cos

1              
 

                                    








dd  








sin

cos

sin

1

2

3

sin

1
2

 

       eccos    ฉาก   =   ฉ        decdec cotcos
2

3
cos 2

   

                    = 
2
12

2
1





xx

x     cec   cos
2

3
cot  

         cot    ชิด   =   ช       cec   cos
2

3
cot  

                    = 
2
12

1

 xx
  c

xx

x

xx






















2
12

2
1

2
12 2

31  

       cx
xx














2
1

2
12 2

3
1

1  

     cx
xx














4

3

2

3
1

1

2
12

 

     cx
xx














4

7

2

31

2
12

 
 

5.4 การหาปริพนัธ์โดยการแยกเป็นเศษส่วนย่อย (Integration by partial functions) 

 วธีิน้ีจะเป็นการหาปริพนัธ์ท่ีอยูใ่นรูปของฟังกช์นัตรรกยะ  

 
 
 xg

xf
xQ   

หรืออยูใ่นรูป  
 

dx
xg

xf
 โดยท่ี  xf  และ  xg  เป็นฟังกช์นัพหุนาม 

คือ   01

2

2

2

2

1

1 ... axaxaxaxaxaxf n

n

n

n

n

n  





  

  01

2

2

2

2

1

1 ... bxbxbxbxbxbxg m

m

m

m

m

m  





  

เม่ือ 01221 ,,,...,,, aaaaaa nnn   และ 

 01221 ,,,...,,, bbbbbb nnn   เป็นค่าคงท่ีใด ๆ 

ขา้ม ข 

ขา้ม ข 
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โดย  xf จะเป็นฟังกช์นัพหุนามก าลงั n  ก็ต่อเม่ือ 0na  

และ  xg จะเป็นฟังกช์นัพหุนามก าลงั m  ก็ต่อเม่ือ 0mb  

 - ถา้  xQ  เป็นฟังก์ชนัตรรกยะแท ้(Proper rational function) เม่ือก าลงัของ  xf  นอ้ยกวา่

ก าลงัของ  xg  เช่น 
 23

2

3

2
,

1

15









x

x

x

xx  

 - ถ้า  xQ  เป็นฟังก์ชันตรรกยะไม่แท้ (Improper rational function) เม่ือก าลังของ  xf  
มากกวา่หรือเท่ากบัก าลงัของ  xg  เช่น 

 22

6

3

5

1

5
,

52 



 x

xx

x

x  

ฟังก์ชันตรรกยะไม่แท้ จะสามารถเขียนอยู่ในรูปผลบวกหรือผลลบของพหุนามกับ

ฟังกช์นัตรรกยะไดเ้สมอ เช่น 
1

5

1

5
2

2

2

24










x

x
x

x

xxx  

วธีิการแยกเป็นเศษส่วนย่อย 

1. พิจารณาว่าเป็นฟังก์ชันตรรกยะหรือไม่ เน่ืองจากวิธีการน้ีสามารถท าได้ แต่จะตอ้ง
เป็นฟังกช์นัตรรกยะแทเ้ท่านั้น 
                ถา้เป็นฟังก์ชันตรรกยะไม่แท ้ให้น า  xg  หาร  xf  โดยการตั้งหารแบบ

พีชคณิตหารก่อน ถ้าได้ผลลัพ ธ์  คือ  
 
 xg

xf
xf 2

1   ให้น าพจน์   
 xg

xf2  ท่ี เป็น

ฟังก์ชันตรรกยะแท้แล้ว ไปท าตามขั้นตอนท่ี 2 ต่อไป เช่น 
1

5
2

24





x

xxx เป็น

ฟังกช์นัตรรกยะไม่แทจึ้งตอ้งท าการแปลงใหเ้ป็นฟังกช์นัตรรกยะแทก่้อน  

โดยวธีิการตั้งหาร 

5

51

24

242

2







x

xx

xxxx

x

 
 

ผลลพัธ์ คือ  
 
 xg

xf
xf

x

x
x 2

12

2

1

5





  และน า  

1

5
2 



x

x

 
ซ่ึงเป็นฟังกช์นัตรรกยะแทไ้ปท าการแยกเป็นเศษส่วนยอ่ยขั้นตอนต่อไป 
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2. น า  xg  มาแยกตวัประกอบแบ่งไดเ้ป็น 5 กรณี คือ 
กรณีท่ี 1 ตวัประกอบเชิงเส้น (Linear factor) คือตวัประกอบท่ีมีก าลงัสูงสุดของตวั

แปรเท่ากบั 1 เช่น 

     43215  xxxxg  
สามารถเขียน  xQ อยูใ่นรูปผลบวกของเศษส่วนยอ่ยได ้คือ  

 
43215 








x

C

x

B

x

A
xQ  เม่ือ A, B, C คือ ค่าคงท่ีใด ๆ 

กรณีท่ี 2 ตวัประกอบเชิงเส้นซ ้ ากนั เช่น 
      2222  xxxxxg  

สามารถเขียน  xQ อยูใ่นรูปผลบวกของเศษส่วนยอ่ยได ้คือ  

 
     432

2222 











x

D

x

C

x

B

x

A
xQ  เม่ือ A, B, C, D คือ ค่าคงท่ีใด ๆ 

กรณีท่ี 3 ตวัประกอบก าลงัสอง (Quadratic factor) คือตวัประกอบท่ีมีก าลงัสูงสุด
ของตวัแปรเท่ากบั 2 เช่น 

     3115 222  xxxxxg  
สามารถเขียน  xQ อยูใ่นรูปผลบวกของเศษส่วนยอ่ยได ้คือ  

 
3115 222 














x

FEx

x

DCx

xx

BAx
xQ  เม่ือ A, B, C, D, E, F คือ ค่าคงท่ีใด ๆ 

กรณีท่ี 4 ตวัประกอบก าลงัสองซ ้ ากนั เช่น 
      5555 2222  xxxxxg  

สามารถเขียน  xQ อยูใ่นรูปผลบวกของเศษส่วนยอ่ยได ้คือ  

 
     4232222

5555 



















x

HGx

x

FEx

x

DCx

x

BAx
xQ   

เม่ือ A, B, C, D, E, F, G, H  คือ ค่าคงท่ีใด ๆ 

กรณีท่ี 5 ตวัประกอบมีหลากหลายกรณีผสมกนั ใหท้  าตามหลกัการของแต่ละกรณี 

 เช่น  
    22

2

22121

95














x

C

x

B

x

A

xx

xx  
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    22222

3

33131

5


















x

EDx

x

CBx

x

A

xx

x   

 

เม่ือ A, B, C, D, E  คือ ค่าคงท่ีใด ๆ 

3. เม่ือท าการแยกเป็นเศษส่วนยอ่ยแลว้ จะตอ้งน าไปหาค่าคงท่ี A, B, C,… หรือการหาค่า
สัมประสิทธ์ิของเศษผลบวกยอ่ยทางดา้นขวามือ โดยการน า  xg  คูณเขา้ทั้งสองขา้ง
ของสมการ จากนั้นให้เลือกใชว้ิธีท่ีเหมาะสม เพื่อหาค่าคงท่ีหรือสัมประสิทธ์ิดงักล่าว 
ซ่ึงมีวธีิการหาไดห้ลายวธีิ เช่น 
3.1 วธีิการแทนค่าตวัแปรโดยเลือกค่าท่ีเหมาะสมแลว้แทนใน x ของสมการ 
3.2 วธีิเทียบสัมประสิทธ์ิ โดยใชห้ลกัการเทียบสัมประสิทธ์ิของ x ท่ีก าลงัเท่ากนัของ

ทางดา้นซา้ยมือกบัขวามือของสมการยอ่มมีค่าเท่ากนัเสมอ 
 

ตัวอย่าง 5.28      จงหาค่า 
     321 xxx

dx   

วธีิท า  สามารถน า 
   321

1

 xxx
มาแยกเป็นเศษส่วนย่อยได้ เน่ืองจากเป็น

ฟังกช์นัตรรกยะแท ้ ดงันั้น 
    321321

1










 x

C

x

B

x

A

xxx
  (1) 

น า    321  xxx คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 

จะได ้         2131321  xxCxxBxxA   (2) 

หาค่า CBA ,,  ไดโ้ดยการแทนค่า x ท่ีเหมาะสมในสมการท่ี (2) 

พิจารณาค่า x  ท่ีเหมาะสมในสมการท่ี (1) คือ 2,1  xx  และ  3x  

    

จะได ้              2111311131211  CBA  

     00231  A  

แทนค่า 1x  
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    A61   

6

1
A  

    

จะได ้                           2212321232221  CBA  

     05301  B  

  B151   

15

1
B  

 

       จะได ้          2313331333231  CBA  

  52001  C  

 C101   

10

1
C  

แทนค่า 
6

1
A , 

15

1
B  และ 

10

1
C ในสมการท่ี (1) 

                       310

1

215

1

16

1

321

1










 xxxxxx
 

ดงันั้น 
       

dx
xxxxxx

dx
 


 321

1

321
 

           
dx

xxx 

















310

1

215

1

16

1  

แทนค่า 2x  

 

แทนค่า 3x  
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        321 xxx

dx

  
 

 
 

 
   








 3

3

1

10

1
2

2

1

15

1
1

1

1

6

1
xd

x
xd

x
xd

x
 

            
cxxx  3ln

10

1
2ln

15

1
1ln

6

1  

 

ตัวอย่าง 5.29      จงหาค่า 
  

dx
xx

xx





2

2

21

432   

วธีิท า สามารถน า 
  2

2

21

432





xx

xx มาแยกเป็นเศษส่วนย่อยได ้เน่ืองจากเป็นฟังก์ชันตรรกยะแท้

  ดงันั้น 
    22

2

22121

432














x

C

x

B

x

A

xx

xx     (1) 

น า   221  xx คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 

จะได ้       1212432
22  xCxxBxAxx   (2) 

หาค่า CBA ,,  ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

     1244432 222  xCxxBxxAxx  

                                CBAxCBABA  244  

หาค่า CBA ,,  จาก 

2 BA     (3) 

 34  CBA      (4) 

   424  CBA      (5) 

น าสมการท่ี (4)-(5)  เพื่อก าจดั C 

        78  BA     (6) 

น าสมการท่ี (3)-(6) เพื่อก าจดั B 
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            99 A  

   1 A  

 น า 1A  แทนในสมการท่ี (3) 

จะได ้      21  B  

   1 B  

น า 1A  และ 1B  แทนในสมการท่ี (4) เพื่อหาค่า C 

31)1(4  C     

                 2C  

แทนค่า 1A ,  1B  และ 2C  ในสมการท่ี (1) 

    22

2

2

2

2

1

1

1

21

432














xxxxx

xx  

ดงันั้น        
    

dx
xxx

dx
xx

xx
 


























22

2

2

2

2

1

1

1

21

432  

       2222
2

1
1

1

1 2






 


xdxxd

x
xd

x
 

  
 

c
x

xx 







1

2
22ln1ln

1

 

   c
x

xx 



2

2
2ln1ln

 
 
 
 
 

 



234 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

ตัวอย่าง 5.30      จงหาค่า dx
xx

x
 


34

2 12   

วธีิท า สามารถน า 
34

2 12

xx

x



  มาแยกเป็นเศษส่วนย่อยได ้เน่ืองจากเป็นฟังก์ชันตรรกยะแท ้และ

จะตอ้งท าการแยกตวัประกอบในส่วนของ  1334  xxxx  ก่อน   

ดงันั้น  
  11

1212
323

2

34

2













x

D

x

C

x

B

x

A

xx

x

xx

x  (1) 

น า  13 xx คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 
จะได ้       322 11112 DxxCxBxxAxx   (2) 

หาค่า CBA ,,  และ D ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

                   32232 112 xDxCxxBxxAx   

      CxCBxBAxDAx  232 12  

หาค่า CBA ,,  และ D จาก 

 0DA     (3) 

 2 BA      (4) 

  0CB      (5) 

จากสมการท่ี (5)  จะได ้         1C  

น า 1C  แทนในสมการท่ี (5)  
           0)1( B  
                  1B  

น า 1B  แทนในสมการท่ี (4)  
              21 A  

1A  

น า 1A  แทนในสมการท่ี (3)  
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             01  D  
     1D  

แทนค่า 1A ,  1B ,  1C   และ 1D  ในสมการท่ี (1) 

1

111112
3234

2








xxxxxx

x  

ดงันั้น  dx
xxxx

dx
xx

x
 
















1

111112
3234

2

 

         
 1

1

11 32 


 
 xd

x
dxxxdxxd

x
 

         cx
xx

x 








1ln
21

ln
21

 

         cx
xx

x  1ln
2

11
ln

2
 

 

ตัวอย่าง 5.31      จงหาค่า dx
xx

xxx
 



23

2
24

23

  

วธีิท า สามารถน า 
23

2
24

23





xx

xxx  มาแยกเป็นเศษส่วนยอ่ยได ้เน่ืองจากเป็นฟังกช์นัตรรกยะแท ้

และจะตอ้งท าการแยกตวัประกอบในส่วนของ   1223 2224  xxxx  ก่อน   

ดงันั้น  
      1212

2

23

2
2222

23

24

23




















x

DCx

x

BAx

xx

xxx

xx

xxx  (1) 

น า   12 22  xx คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 

จะได ้      212 2223  xDCxxBAxxxx    

DDxCxCxBBxAxAx 22 2323   

       DBxCAxDBxCA 2223         (2) 
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หาค่า CBA ,,  และ D ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

 1CA     (3) 

 1DB      (4) 

 12  CA      (5) 

22  DB      (6) 
น าสมการท่ี (5)-(3) เพื่อก าจดั  A   

จะได ้    0C  

น า 0C  แทนในสมการท่ี (1)  

     10 A  
       1A  
น าสมการท่ี (6)-(4) เพื่อก าจดั  B       

  1D  

น า 1D  แทนในสมการท่ี (4)  
     11 B  
     0B  

แทนค่า 1A ,  0B ,  0C   และ 1D  ในสมการท่ี (1) 

     1

1

223

2
2224

23











xx

x

xx

xxx  

ดงันั้น  dx
xx

x
dx

xx

xxx
 



















1

1

223

2
2224

23

 

            
dx

x
dx

x

x
 





1

1

2 22
 

             
 

 







22

2

2 12

2

2

1

x

dxxd

x
 

                          
cxx  arctan2ln

2

1 2  
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ตัวอย่าง 5.32      จงหาค่า 
 

dx
x

xx





22

3

1

4   

วธีิท า สามารถน า 
 22

3

1

4





x

xx  มาแยกเป็นเศษส่วนย่อยได ้เน่ืองจากเป็นฟังก์ชนัตรรกยะแท ้และ

จะตอ้งท าการแยกตวัประกอบในส่วนของ  22 1x  ก่อน   

ดงันั้น  
     22222

3

111

4















x

DCx

x

BAx

x

xx   (1) 

น า  22 1x คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 

จะได ้    DCxxBAxxx  14 23    (2) 

หาค่า CBA ,,  และ D ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

 DCxBBxAxAxxx  233 4  

   DBxCABxAx  23

         

หาค่า CBA ,,  และ D ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

  1 A     (3) 

 0 B      (4) 

  4CA      (5) 

0DB      (6) 

น า 1A  แทนในสมการท่ี (5)  
     41 C  

     5C  

น า 0B  แทนในสมการท่ี (6)  
     00 D  

0D  
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แทนค่า 1A ,  0B ,  5C   และ 0D  ในสมการท่ี (1) 

   22222

3

1

5

11

4











x

x

x

x

x

xx  

ดงันั้น    
   

dx
x

x

x

x
dx

x

xx
 























22222

3

1

5

11

4

   

                    
dx

x

x
dx

x

x
















222
1

5

1
 

                   

     
2

1
15

2

1

1

1 2
22

2

2







 

 xd
x

xd

x
 

                    
 

c
x

x 







1

1

2

5
2ln

2

1
12

2  

                
c

x
x 




1

5
2ln

2

1
2

2

 
 

ตัวอย่าง 5.33      จงหาค่า dx
xx

xx
 



9

992
3

2

  

วธีิท า สามารถน า 
xx

xx

9

992
3

2



  มาแยกเป็นเศษส่วนย่อยได ้เน่ืองจากเป็นฟังก์ชนัตรรกยะแท ้

และจะตอ้งท าการแยกตวัประกอบในส่วนของ  99 23  xxxx  ก่อน   

ดงันั้น   
  99

992

9

992
22

2

3

2















x

CBx

x

A

xx

xx

xx

xx    (1) 

น า  92 xx คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 

จะได ้    xCBxxAxx  9992 22    (2) 

หาค่า BA,  และ C ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

 CxBxAAxxx  222 9992  

              ACxxBA 92           
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หาค่า BA,  และ C จาก 

2 BA     (3) 

 9 C      (4) 

  99  A      (5) 

 จากสมการท่ี (5)  
1 A  

น า 1A  แทนในสมการท่ี (3)  
     21  B  

     1 B  

แทนค่า 1A ,  1B   และ 9C  ในสมการท่ี (1) 

           9
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
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 





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

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91
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x
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x

x
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x  



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9

9
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
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3
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32

1
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


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ตัวอย่าง 5.34      จงหาค่า dx
xxx

xxxx
 



1

6322
23

234

  

วธีิท า ไม่สามารถน า 
1

6322
23

234





xxx

xxxx  มาแยกเป็นเศษส่วนยอ่ยได ้เน่ืองจากเป็นฟังกช์นั 

ตรรกยะไม่แท ้จึงจ าเป็นตอ้งตั้งหารแบบพีชคณิตก่อน  

42 x  
63221 23423  xxxxxxx  

             xxxx 2222 234   

            654 23  xxx  
          4444 23  xxx  
                      23 2  xx  
 

1

23
42

1

6322
23

2

23

234











xxx

xx
x

xxx

xxxx  

สามารถน า 
1

23
23

2





xxx

xx  มาแยกเป็นเศษส่วนยอ่ยได ้เน่ืองจากเป็นฟังก์ชนัตรรกยะแท ้

และจะตอ้งท าการแยกตวัประกอบในส่วนของ 
1

23
23

2





xxx

xx  ก่อน 

ดงันั้น   
   1111

23

1

23
22

2

23

2


















x

CBx

x

A

xx

xx

xxx

xx    (1) 

น า   11 2  xx  คูณทั้งสองขา้งของสมการท่ี (1) 

จะได ้     1123 22  xCBxxAxx    (2) 

หาค่า BA,  และ C ไดโ้ดยการเทียบสัมประสิทธ์ิในสมการท่ี (2) 

      CCxBxBxAAxxx  222 23  

                  CAxCBxBA  2

         
หาค่า BA,  และ C จาก 

3 BA     (3) 
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 1 CB      (4) 

  2CA      (5) 

 น าสมการท่ี (3)+(4) เพื่อก าจดั B  
4CA      (6) 

น าสมการท่ี (5)+(6) เพื่อก าจดั C  

    22 A     

1 A    

น า 1A  แทนในสมการท่ี (3)  
     31  B  

     2 B  

น า 2B  แทนในสมการท่ี (4)  
     12  C  

     3 C  

แทนค่า 1A ,  2B   และ 3C  ในสมการท่ี (1) 

1

32

1

1

1

23
223

2













x

x

xxxx

xx  

   ดงันั้น           dx
x

x

x
dx

xxx

xx
 





















1

32

1

1

1

23
223

2

    

                   
dx

x
dx

x

x
dx

x  








1

1
3

1
2

1

1
22

 

    
 

 
 



















22

2

2 1
3

2

1

1

1
21

1

1

x

dxxd

x
xd

x
 

   
cxxx  arctan31ln1ln 2  



242 | ดร.วิกานดา สุภาสนันท์ 
 

แคลคูลสั 1  
 

บทสรุป 
 เทคนิคการหาปริพนัธ์ ใชส้ าหรับโจทยอิ์นทิเกรตท่ีมีความยุง่ยากซบัซอ้นมากข้ึน เน่ืองจาก
ไม่สามารถหาไดจ้ากวธีิใชสู้ตรพื้นฐานในบทท่ีแลว้ โดยวธีิต่าง ๆ ดงัน้ี 
 1. การหาปริพนัธ์โดยการแยกทีละส่วน 
 2. การหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัตรีโกณมิติท่ีมีรูปแบบแน่นอน   
 3. การหาปริพนัธ์โดยการแทนค่าดว้ยฟังกช์นัตรีโกณมิติ 
 4. การหาปริพนัธ์โดยการแยกเป็นเศษส่วนยอ่ย 
 
แบบฝึกหัดท้ายบทที ่5 
1. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 
 1.1    dxxx sin2    1.2    dxxx ln2      

1.3    dx
x

x


ln     1.4     dxx
3ln  

1.5    
 

dx
x

x



22

3

1
   1.6    dxex x35

  

1.7    dxex x3

     1.8      dx
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x 







 2

cos52   

1.9    dxex x


2    1.10    dxex x321   

1.11  
 

dx
e

xe

x

x




2
1

   1.12  dxxe x


 2cos  

1.13    dxxxx sin22

    1.14    dxexx x 1223 

   

1.15   dxx  2arcsin    1.16     dxxe x 12sin1 
  

1.17    dxex x

 
2

3    1.18   dxxx 2cos 2    

1.19   dxx lncos    1.20  dxxx
2sec  
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2. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

2.1 xdx
5sin    2.2  xdx

2cos  

2.3 dxxx 25 cossin   2.4  dxxx 42 cossin  

2.5   xdxxcossin 2

3

   2.6     xdxx 63 cossin 

  

2.7   xdxxcos5sin   2.8     xdxx 2cos3cos   

2.9    xdxxsin5sin   2.10   dx
x

x 







 2

cossin  

2.11 xdxx 43 sectan   2.12   xdx4tan 4

  

2.13 xdx
6cot    2.14   xdxecx 2cos2cot 47


  

2.15   xdxx 3sec3tan 42

5

   2.16   dx
x

ec 







 3
cos 6  

2.17   xdx2sec4

    2.18 xdxecx 55 coscot  
 

3. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

3.1 dx
x

x


 2

2

9
   3.2  dx

x

x


 252

 

3.3 
 xx
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 25ln 2
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3.7 
 1182 xx

dx   3.8     542 xx
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3.9     dxxx 248   3.10     )ln4( 2 xx
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3.11 dxxx  42    3.12   xxx

dx
2ln  

 
4. จงหาปริพนัธ์ของฟังกช์นัต่อไปน้ี 

4.1   dx
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